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Prva lekcija

Morsova teorija: (potsetnik)
Morsova teorija (ili Teorija Morsa) sastoji se od niza elegantnih i
u osnovi jednostavnih tehnika za analizu glatkih mnogostrukosti M na
osnovu ponaxaǌa dobro izabranih glatkih funkcija (Morsovih funkci-
ja) f : M → R.

Element a ∈ M je kritiqna taqka glatke funkcije f ako je dfa = 0 ili
ekvivalentno, u prisustvu metrike na M , ako je grad(f)a = 0. U okolini
svoje kritiqne taqke a funkcija f se po Tejlorovoj formuli, u nekoj
svojoj koordinatnoj karti, zapisuje kao

f(a + v)− f(a) = B(v, v) + o(‖v‖)

gde je B(·, ·) simetriqna bilinearna forma. Svaka takva forma se di-
jagonalizuje, odnosno u odgovaraju�im koorinatama va�i

(1) B(x, x) = −x2
1 − . . .− x2

p + x2
p+1 + . . . + x2

p+q.

Broj p tj. broj negativnoh qlanova u reprezentaciji (1) naziva se indeks
forme B(·, ·), odnosno indeks kritiqne taqke a. Ukoliko je n = p + q =
dim(M), ka�emo da je a nedegenerisana kritiqna taqka, a funkcija kojoj
su sve kritiqne taqke nedegenerisane naziva se Morsova funkcija.

Osnovni postulat Morsove teorije: Sve (ili gotovo sve (ili bar
nexto)) se o topologiji neke mnogostrukosti mo�e saznati ukoliko za
neku funkciju Morsa f znamo sve ǌene kritiqne taqke a ∈ Crit(f) kao i
odgovaraju�e indekse ind(a).

Nala�eǌa kritiqnih taqaka i ǌihovih indeksa

Poka�imo na primeru unitarne grupe M = U(n) kako se elegantno
mogu odrediti kritiqne taqke i ǌihovi indeksi. Po definiciji

U(n) := {A ∈ Matn×n(C) | A ·A∗ = I}

gde je W = Matn×n(C) vektorski prostor svih n×n–matrica sa komplek-
snim koeficientima i A∗ := Āt. Realna dimenzija vektorskog prostora
W je 2n2 pa se U(n) prirodno ”vizuelizuje” kao n2-dimenzionalna mno-
gostrukost u ambientnom 2n2-dimenzionalnom prostoru R2n2

.

U sluqajevima kada je M ⊂ RN podmogostrukost nekog vektorskog
prostora, prirodan izbor za funkciju Morsa f : M → R je restrikcija
neke linerane funkcije h : RN → R. Na primer ako je 〈·, ·〉 odgovaraju�i
skalarni proizvod na RN , mo�emo posmatrati funkciju

fb : M → R, fb(x) := 〈x, b〉.



Primetimo da je taqka a ∈ M kritiqna taqka funkcije fb akko je tangent-
ni prostor TaM od M u taqki a ortogonalan na b. Diferencijal lin-
earne forme h : RN → R, x 7→ 〈·, x〉 prirodno se identifikuje sa samom
formom dh = h a gradient grad(h) = b je odgovaraju�i dualni vektor.
Odavde se dobija da je gradijent funkcije fb u taqki x ∈ M

(2) grad(fb) = Projx(b)

jednak projekciji vektora b na tangetni prostor TxM od M u taqki x.

U sluqaju unitarne grupe M = U(n), svaka (kompleksna) linearna
forma ima oblik TrA : Cn → C, T rA(X) := Tr(AX) za neku matricu A, a
svaka realna forma je realni deo Trr

A := Re(TrA) ovakve forme.
Hermitski skalarni proizvod u vektorskom prostoru matrica W =

Matn×n(C) zadan je sa

(3) 〈X, Y 〉 = Tr(X∗ · Y ).

Unitarna grupa U(n) dejstvuje na W obiqnim mno�eǌem matrica.
Primetimo da je skalarni proizvod (3) invarijantan u odnosu na ovo
dejstvo

(4) 〈gX, gY 〉 = Tr((gX)∗ · gY ) = Tr(X∗g∗gY ) = Tr(X∗Y ) = 〈X,Y 〉.

Odavde sledi da je asocirani realni skalarni proizvod

(5) 〈X,Y 〉r := Re〈X, Y 〉

na W tako�e invariantan u odnosu na dejstvo grupe U(n). Odredimo
ortogonalni projektor Pg : W → TgU(n) na tangetni prostor u taqki
g ∈ U(n). S obzirom na invariantnost skalarnog proizvoda (5), va�i
Pg = gPeg

−1 pa je dovoǉno na�i projektor Pe : W → TeU(n) gde je e ∈ U(n)
jediqni element i TeU(n) = u(n) odgovaraju�a Liova algebra.

Lema 1: Pe(X) = 1
2 (X −X∗).

Kao posledicu dobijamo da je

(6) Pg(X) =
1
2
g(g∗X −X∗g) =

1
2
[X − gX∗g].

Pretpostavimo da je A ∈ Matn×n(C) fiksna matrica i potra�imo
Morsovu funkciju fA : U(n) → R kao restrikciju linearne forme
ReTr(A∗X) = Re〈A, X〉 = 〈A,X〉r. Kao posledicu od (6) dobijamo

Lema 2: Ako je fA : U(n) → R funkcija zadana kao restrikcija linearne
forme 〈A, ·〉 onda je

grad(fA)g = Pg(A) =
1
2
[A− gA∗g].

Odavde sledi da je g ∈ U(n) kritiqna taqka funkcije fA akko va�i

(7) A = gA∗g.



Razliqitim izborima matrice A dobijaju se razliqite funkcije sa
u opxtem sluqaju razliqitim skupovima kritiqnih taqaka Crit(fA).
Pogledajmo npr. xta se dexava ako je

A = diag[a1, a2, . . . , an]

dijagonalna matrica sa pozitivnim, strogo rastu�im dijagonalnim el-
ementima

0 < a1 < a2 < . . . < an.

Teorema 1: Pod navedenim uslovima va�i:

(1) fA je Morsova funkcija na U(n);

(2) Skup kritiqnih taqaka funkcije se sastoji od svih dijag-
onalnih matrica sa ±1 elementima na dijagonali

Crit(fA) = {diag[ε1, . . . , εn] | εi = ±1};

(3) Indeks kritiqne taqke c = diag[ε1, . . . , εn] je

ind(c) =
∑
εk=1

2k − 1.

Dokaz: Saglasno uslovu (7), c ∈ U(n) je kritiqna taqka akko va�i
cAc = A. Konjugovaǌem se dobija relacija A = c∗Ac∗ a iz ǌih se dobija
A2 = cA2c−1 kao potreban uslov da c bude kritiqna taqka. Iz qiǌenice
da matrice A2 i c komutiraju zakǉuqujemo da je c tako�e dijagonalna
matrica nakon qega se lako proverava da se Crit(fA) sastoji od matrica
tra�enog oblika.

Neka je c = diag[ε1, . . . , εn]. Izraqunajmo drugi izvod (Hesijan)
funkcije fA u taqki c. Koordinatizujmo okolinu od c ∈ U(n) uz pomo�
eksponencijalnog preslikavaǌa B 7→ c · exp(B) gde je B ∈ TeU(n) element
tangentnog prostora u jedinici e ∈ U(n). Naddiagonalne i diagonalne
elemente matrice B = (bij) mo�emo uzeti kao lokalne koordinate. Tada
va�i

fA(x)− fX(c) = ReTrA(x− c) = ReTrAc(exp(B)− I) =

= ReTrAc(B +
1
2
B2) + o(‖B‖2) =

n∑

i,j=1

aiεibijbji + o(‖B‖2)

odakle se dobija

fA(x)− fX(c) = −
∑

n≥j≥i≥1

(aiεi + ajεj)|bij |2 + o(‖B‖2).

Poxto je aj > ai za j > i zakǉuqujemo da je sgn(aiεi + ajεj) = sgn(ajεj).
Odavde zakǉuqujemo da qlan |bij |2 ulazi u Hesijan sa znakom ”− ” ako je
εj = 1 i sa znakom ” + ” ako je εj = −1 odakle neposredno slede tvr�eǌa
(1) i (3) u teoremi. ¤


