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[IpBa meknumja

MopcoBa Teopuja: (IOTCETHUK)

Mopcosa teopuja (unmu Teopuja Mopca) cacroju ce ox HU3A €JIEraHTHUX U
Yy OCHOBU jeJHOCTABHUX TEXHUKA 38 AHAJIU3Y IIATKUX MHOTOCTpykKocTu M Ha
OCHOBY NOHAIIAMKa N0Opo m3abpanux riaatkux QyHrmuja (MopcoBux ¢yHKIM-
ja) f: M — R.

Enement a € M je kxpumuuna mawka rnarke Gyuruuje f ako je df, = 0 nam
eKBUBAJIEHTHO, y npucycTBy Merpuke Ha M, ako je grad(f), = 0. ¥Y oromunmn
cBOje KpuTuuHe Tauke a (pyHruuja f ce mo TejmopoBoj dopmynu, y HEKO]
CB0OjOj KOODPAWHATHO] KApTHU, 3aIlucyje Kao

fla+v) = f(a) = B(v,v) + o(][v])

rae je B(:,-) cumerpuuna Gunuaeapua ¢gopma. Cpaka TakBa (popma ce qu-
jaroHaJjau3yje, OMHOCHO y OAroBapajyhmMm KoopuHaTaMa BasKu

(1) B(x,:z:):—x%—...—xi—f—xiﬂ+...—|—x§+q.

Bpoj p Tj. 6poj HeraTuBHOX UjaHOBa y penpesentamuju (1) HasuBa ce unodekxc
dopme B(-,-), OMHOCHO uHldekc KpumuuHe mauke a. Y KOJIUKO je n =p+ q =
dim(M), kasxkeMO na je a HemereHeprcaHa KPUTUYHA Tauka, a (QyHKIUja KOjO]
Cy CBe KDUTHYHE Tadke HelereHepucaHe Has3uBa ce Mopcosa pyrnruyuja.

OcHoBHEM mocrtynar Mopcose teopuje: Cse (unam roToBo cBe (maum Gap
HEIITO)) Ce O TOMOJIOTMjU HEKe MHOTOCTPYKOCTHU MOJKE CA3HATU YKOJIUKO 3a
Hery ¢yurnujy Mopca f 3mamo cBe mene kpuruune tauke a € Crit(f) kao u
omroBapajyhe unnekce ind(a).

Hanasxkema KPUTUYHNX TaYaKa Y IbUXOBUX MHIEKCa

[Mokaskumo Ha mpuMmepy yruraphe rpyme M = U(n) Kako ce eJeranTHO
MOTY OJpeIUTU KPUTUUHE TauyKe U HUXOBU mHAekcu. [lo meduwHmnmjn

U(n) :={A € Mat,,x,(C) | A- A" =1}

rae je W = Mat,, x,,(C) BeKTOpCKEM IPOCTOP CBUX 7 X N—MATPUILA CA KOMILIEK-
cHuM Koedunuentuma u A* := A'. Peasna IUMeH3Mja BEKTOPCKOT IPOCTOPA
W je 2n? nma ce U(n) npuponno ”Busyenusyje” kao n’-IMMeH3MOHAJHA MHO-

2
FOCTPYKOCT y aMOMEHTHOM 2n°- IMMEH3MOHAJIHOM IpocTopy R2™ .

Y cayuajesuma xaza je M C RY momMorocTpykocT HEKOr BEKTOPCKOTL
npocTopa, npuponaH u3dop 3a ¢pyurnujy Mopca f: M — R je pecrpurnuja
Hexe muHepane ¢yskmmje h: RY — R. Ha mpumep axo je (-,-) omrosapajyhn
crasapau npousson Ha RY | moskemo mocMaTpaTy ¢GyHKIU)y

fo: M — R, fo(@) == (z,b).



[Ipumernmo na je taura a € M KpuTUYHA TaYKa QYHKIMje [, aKKO je TAaHMEeHT-
Hu npoctop T,M om M y Tauku a oproroHasal Ha b. dudpepenumjan aus-
eaprae ¢opme h : RY — R, z +— (-, x) mpupomao ce mueHTHUKYje ca caMoMm
dopmom dh = h a rpamuent grad(h) = b je omrosapajyhu mayaJsHu BeKTOD.
OpnaBne ce nobuja na je rpamujeHT pyHruuje f, y taukm x € M

(2) grad(fy) = Proj, (b)
jemHak mpojeknuju BekTopa b Ha TaHreTHM npoctop T, M om M y Tauku x.

Y cayuajy yuurapue rpymne M = U(n), cBaka (KOMIUIEKCHA) JIUHEapHA
dopma nma o6muk Try : C* — C, Tra(X) := Tr(AX) 3a mexy marpuny A, a
cBaka peasiHa popma je peasnu neo 1r’y := Re(Tr,) oBakBe popme.

XepMUTCKA CKaJIapHU IPOU3BOJ ¥ BEKTOPCKOM MpOCTOpPY Marpurna W =
Mat,, x»(C) 3anau je ca

(3) (X,Y) =Tr(X*-Y).

Yuurapua rpyna U(n) nmejctByje Ha W OOMYHMM MHOKEHEM MaTPUIA.
[IpumeTumo na je crasapHu npousBol (3) MHBAPUjAHTAH y ONHOCY HA OBO
IEejCTBO

(4) (9X,gY)=Tr((gX)"-gY)=Tr(X*g*gY) =Tr(X*Y) = (X,Y).
OnmaBme cienu na je acoOMMPaHU PeaTHU CKAJAPHU TPOU3BOT
(5) (X,Y), := Re(X,Y)

Ha W rtakobe mmBapmanran y omuocy Ha nejcrBo rpyme U(n). Omxpemumo
oprorosaJsau npojexkrop P, : W — T,U(n) Ha TaHreTHH IPOCTOP y TadYKU
g € U(n). C 063upoM HA MHBAPUAHTHOCT CKAJAPHOT mpousBona (5), Basku
P, = gP.g~ ! na je nosomno mahu npojexrop P, : W — T,U(n) rze je e € U(n)
jemmunn exement u 1T.U(n) = u(n) onrosapajyha Jluosa anre6pa.

Jlema 1: P.(X) = (X — X*).
Kao mocnenumy mobujamo ma je

© Py(X) = 3(g"X — X*g) = J[X — gX*g].

[IpernocraBumo na je A € Mat,x,(C) ¢urcHa MaTpuma u HTOTPaKUMO
MopcoBy ¢yuruujy fa : U(n) — R rao pecrpuruujy auneapre (opme
ReTr(A*X) = Re(A, X) = (A, X),. Kao nocaenuny on (6) mobujamo

JIlema 2: Ako je fa:U(n) — R ¢ynrumja 3anana kKao peCTPUKIUja JIMHEAPHE
dopme (A,-) onga je

1 *
grad(fa)g = Py(A) = 5[A - gA%g].
Omnasne cnenu na je g € U(n) kpuruyna tavka QyHKOUje f4 AKKO BaKU

(7) A=gA*yg.



Paznuunrum n3bopuma marpune A mobujajy ce pasiamunmre QyHKOUIje ca
y OIIITEM CJIy4ajy pa3inuuTUM CKymnoBuMa Kputwudaux taudaka CTit(fa).
[Tormenajmo HOp. mTa ce memaBa ako je

A = diaglay, ag, ..., ay]

ArjaroHaJjJiHa MaTpPUIla Ca MO3UTUBHUM, CTPOTO PAaCTynNuM AujaroHaJHUM €J-
EMEHTUMA
O<ar <as <...<ay.

Teopema 1: Ilon HaBemeHUM ycJIOBUMA BaKWU:
(1) fa je Mopcosa ¢yurnuja ua U(n);

(2) Cryn KpUTUYHMX Tadyaka (QYHKIUje Ce CACTOJU O CBUX IUjar-
OHAJHUX MaTpuna ca +1 eremMenTHMa HA OUjarOHAJIN

Crit(fa) = {diagle1, ..., €e,] | € = £1};
(3) Nunekc kpuruune taure ¢ = diagley, ..., €,] je

ind(c) = Z 2k — 1.

exr=1

Joxasz: Carnacuo ycuoBy (7), ¢ € U(n) je KpuTuUYHA TauKa AKKO BaKU
cAc = A. Ronjyrosamem ce nobuja permanuja A = ¢*Ac* a u3 mux ce mobuja
A? = cA?c™! Kao morpeban yciaoB ga ¢ Gyne KpUTHYHA Tauka. V3 uumeHue
na marpune A% u ¢ kKoMyTupajy 3aKBydyjeMo ma je ¢ Takobhe aujaroHasHA
MaTpUIa HAKOH Jera ce Jako nposepasa na ce Crit(f4) cacroju om marpuna
TpasKeHOT ODJIUKA.

Heka je ¢ = diagley,...,€e,]. MWspauynajmo npyru wmzson (Xecujan)
¢yuruuje f4 y tauku c. Koopmmuatmsyjmo okosnuny ox ¢ € U(n) y3 momoh
€KCIIOHEHIM]aJIHOT TpeciukaBama B — c-exp(B) rae je B € T.U(n) exemenT
TaHTeHTHOT npocrtopa y jemuuuru e € U(n). Hanmuaronasne m muaroHassHe
enemenTe Marpune B = (b;;) MOkeMO y3eTu Kao JOKajlHe KoopauHare. Tana
BaKU

fa(x) — fx(c) = ReTrA(x — c¢) = ReTrAc(exp(B) —I) =

1 n
= ReTrAc(B + EBQ) +o(||B|]*) = Z a;e;bijbj; + o(||B|I?)

i,j=1

omakje ce mobuja

fa@) = fx(e) == Y (aici + aje;)|bi;|> + o(|| BI®).

n>j>i>1

[Tomro je a; > a; 3a j > i 3akmyuyjeMo ga je sgn(a;e; + aje;) = sgn(aje;).
Omasne 3akmydyjemo na unad |b;;|? ynasu y Xecujan ca smakom ” —” ako je
€; =1 n ca 3saKoM " + 7 ako je €; = —1 omakie HemocpemHO ciuene TBphema
(1) u (3) y Teopemu. O



